TEORIA Y EJERCICIOS DE DERNADAS

(716

Definicion de derivada: La derivada de la funcién f en el punto x=a, llamada “f prima de a” se
denota por f'(a), si existe, es el valor del limite:

f'(a) = lim ol b (G

h—0 h T—a r—a

Si f(a) es un numero real, la funcion f es derivable en x=a. Si f'(a) no es un numero real o el
limite no existe, la funcion f no es derivable en dicho punto.

Ejemplo: Calcular la derivada de f(x)=x* en x=2:

, . f(2 4+ h) —f(2 (2 4+ h) oo
f{2) = lim [' : (‘ )= hmi ! —

h—0 h . h—0 L=
(4 an+n%) -1 _ 4Ah + h?

= lim = lim ————
h—0 h fi—0

= lim(h +4) =4
hi—D :

Tasa de variacion media: Supongamos que un coche de formula uno se mueve en una
carretera totalmente recta. A distintas distancias de la salida se registran los tiempos de paso,
obteniéndose la siguiente tabla:

POSICION {0 1.1 1.5 a.1 6.2 6.7

‘ [TEMPC {0 2.2 ] 11 12.4 134

En este caso, la posicion y, se puede ver como una funcién f, que depende del tiempo x; es decir
y=f(x).

La tasa de variacion media de la posicidon en el intervalo de tiempo desde el instante 9 al
instante 13.4 es:

f(13.2) — (%) 67 —45

134 — 9 134 -0

= 05

En general, la tasa de variacion media de la funcién f en el intervalo [a;b] se define como el
cociente:
f(b) —f(a)
b — a

Esta tasa puede ser positiva (creciente), negativa (decreciente) o nula (constante).

La tasa de variacién instantanea de la funcién f en el punto x=a se obtiene, haciendo tender el
punto b al punto a, en la tasa de variacion media de la funcion f en el intervalo [a;b]; por tanto, la
tasa de variacion instantanea de la funcion f en el punto x=a es

(@) = im 10D =10

que es precisamente la derivada de la funcién f en el punto x=a. (en este limite consideramos
b=a+h)



Utilizamos la derivada como la variacion de una funcién en un punto concreto, 0 en un instante de
tiempo, por eso se considera h como un incremento muy pequefio. Ejemplos de uso en el célculo
de la velocidad y de la aceleracién instantaneas.

Y T -y
/ Funcién f(a). Derivada de la funcion f'(a)
Koth) J...oc 44,./ TVM : tasa de variacion media
/’ Intervalo [a, a+h]
/ wm = &Y _ fla+h)-f(a)
| / A y AX h
f(a)|------ [ TVI  tasa de vaniacion instantanea
: Ax: ) Punto de abscisa x=a

: : ‘ — __fla+h)-f(a)]
(o) a a+h X f'(a) =hl|_r;rbf

Ejemplos de derivadas aplicando la definicion

Hallar la tasa de variacién media de la funcién f(x)=x’+1 en el intervalo [0;3] y la tasa de variacién
instantanea en el punto x=2.

Intervalo [a;a+h] luego f(a+h)=f(3)=3?+1=10 y f(a)=f(0)=0?+1=1

_ay_f@sh-f@ _ o= dy_f@)-f0)_10-1_9 .
3

AX h AX 3-0 3

TVM

Calculamos f(x+h) sumando h a las x y respetando el exponente de la variable.
f(x+h)=(x+h)?+1=x*+2xh+h?+1, como nos piden en el punto x=2, podemos sustituir directamente

f'(a)= lim fla+h)-f(a) f(2)= lim f2+h)-1(2)
h—0 h h—0 h
r@) = oim 00 oy s im T oy = tim M) o) im (he4) =4
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Funcién derivada y derivadas sucesivas
La funcion derivada de f es la que a cada elemento x le hace corresponder la derivada de la
funcion f en dicho punto. Esta funcion se designa por f'(x).

Aplicando la férmula de la derivada podemos calcular la derivada de cualquier funcion. Por
comodidad utilizamos la siguiente tabla resumen de las derivadas de las funciones mas usuales,
gue nos permite hacer lo mismo sin necesidad de recurrir a la definicion en cada caso.



TABLA DE DERIVADAS

Tipo | Funcién simple Funcién compuesta
Constante | f(x) =k f(x)=0,keR
Identidad f(x) = x f'(x)=1
Potencial | f(x) = x° f(x)=a-x®"" f(x) = 12 Fy=a-f2-1.¢
: 1 - ¥
Irracional f(x) = ¥x = —— f(x)= U )= ——=—
n.Yx"1 n- Y
f(x) = e* f'(x) = e* f(x)=e' fx)=e -f
Exponencial ) ) (x) &)
f(x) =a* f(x)=a*" Ina f(x)=a' f(x)=a -fIna
La derivamos como fipo potencial y le sumamos Es una funcion f elevada a otra funcion g
la derivada como exponencial.
Potencial Potencial  Exponencial
exponencial *** Se suele hacer tomando logaritmos no g G4 . g -
se aplica esta formula. D[f ]=Q-f ¥ 1507 Inf
D quiere decir derivada
f(x) =In x f(x) = ) f(x) =In f f(x)= fT
Logaritmica X
f(x) =lg, x f(x)= f(x) =lg, f fi(x)=
X - Ina f-lna
Trigonométricas
Seno f(x) =sen x f(x) = cos x f(x)=senf fi(x)=cosf - f
Coseno f(X) = cos X f'(x)=-senx f(x) = cos f f(x)=-senf . I
Tangente | f(x)=tgx f(x)=1+1tg°x = 12 f(x)=tgf f(x)=(1+ tng)-f' % f2
€Cos“ X cos“ f
.= 1 Do f
Arcoseno | f(x)=arc senx | f(x)= f(x)=arcsenf |f(x)=
2 2
1-x 1-f
. e =
Arco coseno | f(x) =arc cos x | f(X)= f(x)=arc cosf |f(X)= >
1-x 1-f
Arco S - f
f(x)=arctgx |f(x)= f(x)=arctgf fi(x) =
tangente 1+ X2 1+ f2
REGLAS DE DERIVACION
Suma (f + g)- = f4+ g - t:rﬁ,earci’vaasd:edzsl::sa fil::.i ::sfios funciones es la suma de las
Resta (f-gf =f-g i T e T AL SR
La derivada del producto de dos funciones es iqual a la derivada
Producto (f-g)=f-g+f- g de la primera funcién por la segunda sin derivar mas la primera
funcién sin derivar por la derivada de la sequnda.
f £ f ” La derivada del cociente de dos funciones es iqual a la derivada
Cociente LAY L g-1-9 de numerador por el denominador sin derivar menos el
g 2 numerador sin derivar por la derivada del denominador y, todo
9 ello, dividido por el denominador sin derivar al cuadrado.
Producto por un ( a- f) —a-f La derivada del producto de un nimero real por una funcién es
numero igual al nimero real por la derivada de la funcion.
Compaosicién [g(f(x))] = g'(f(x)} f(X) | Regla de la cadena




Ejemplos basicos de aplicacion de la tabla:

Funcion constante: f(x)=k siendo k un nimero real, f'(x)=0
=f(x)=5 f(x)=0 = f(x)=-24 f(x)=0
Funcion Identidad: f(x)=x; f(x)=1

Producto por una constante: (a f(x))'= a f'(x)

[a=8
:>f(x)=8x:><lf_x_)f,=1

Potencial simple: f(x)=x?; f(x) =ax®

f(x)=8-1=8

_»_

a
a) fx)=x> =a=3= f(x)=3.x 2 =f(x)=3x2
b) f(x)=2x*
Apllcamos la Regla de la Cadena, desde la estructura mas exterior a la méas interior, obteniendo
f(x)=8x°
c) fix)=2x%-x3 +8x+5
Como son sumas y restas de funciones, derivamos cada uno de los sumandos

f(x)=2 f’ a
(x) x* = f(x 8x.) f(x)=8x = F(x)=8 = (%) =8 x3 _332.8
f(x)=x> = f'(x)=3x2 f(x)=5 = f(x)=0
1
d)f(x)=x—4
Preparamos la funcién expresandola en forma de potencia
s A
()= x4 = F(X)="4-x 41 = F(x) = -4x5 = F(X) = ——
5

e) f(x) =¥x
Como las raices son potencias, podemos derivarla aplicando la formula de la derivada de una

raiz o pasarlas a potencia y derivarlas como una potencia.
Como raiz

f(x) = Vx f'(x)=+ f(x)= Yx = f(x)=

n- xn-1 3.VX

Como potencia

a ——

f)=xPB = Fx)=13-x 31 = fF(x) =1

3"
Derivadas de Funciones Compuestas
Tipopotencial = | f(x)=f® f(x)=a f21.f
a) f(x) =(x2 +1')3 S Solucién: f(x)=6x-(x? 4-1')2
| i ; a1
fx) = (x* +1)% = (x)— 3 (x +1)| 2

. S | B

f f

Calculamos f? — f(x) = (xz +1) > f(x) = 2x
—a
1 —5(2x +1
b) f)=—— I i

(x?+x+1 (x2 +x+1)



Transformamos la funcién en
f=(x2+x+1)>F=2x+1 -5(2x +1)

N 2 —6 2
= f'(x)=-5( +x+1) (2x+1) =f(x)= -

5 "
f(x)=(x*+x+1) = :
a=-5 (x +x+1)

Tipo Irracional

f(x) = F Fix)=——
n‘ fn'1
Solucién: f'(x)=i
f(x)=\/3x2 i 3 Ix
37 [f=x2sf=2x ., _._ 2x 2 L 2X ——
f(x) =Vx° = f(x)-—:f(x)——:f(x)-—ng(x)- 3
ln=3 >n-1=2 3'3()(2)2 3.3 3-x Ix Ix
Tipo Exponencial
Basen® e = f(x)=ef :f'(x):ef-f'
2
f(x)=eX*d
2, 2,5
f(x)=eX2+5 =>f=x2+5>f=2x = f(x)=eX '5-3 =fx)=e" 7 :2x
7

f

Basen®a = | simple f(x)=ax = f’(x)=ax -Ina compuesta f(x)=a = f'(x)=af -f-Ina

a) f(x) =3 f(x)=3"=f(x)=3"-In3

fx3+xf
b) f(x)=5

.‘x3 X: — 3; - 2._
f(x)-5" dad :{f—x rX o>f=3x°+1

P |

—XI 2 ) \
a=>5 = f(x)=§ {3 x°+1):In5

Tipo Logaritmico

Neperianos = |f(x) =Inx = f'(x) =% compuesta f(x)=Inf = f'(x) =f?

——

i f’(x)=22—x7 =>f’(x)=22—x7

f)=In(x*+7) ¢ 2.7 L fooe = . an

Cualquier base:
f(x)=lgy x = f(x)= . compuesta f(x)=lg, f= f(x)= L

x-Ina f-Ine
1
f(x) =1 f(x) =1 =2 fi(x)=
a) f(x) = Ig,x (X)=lgyx=a=2= f()=_——

b) f(x) =1g, (x* +2x|



xS _ay2 2 2
f(x)=|gz(x3+2x):{f_x B AP=HD sppge 22 o cppe EEE
) |la=2 (x* +2x)-In2 (x* +2x)-In2
— — a 2

Trigonométricas

Seno = f(x)=senf=f'(x)=cosf-f

f(x)=sen5x = f(x)=sen 5x >f=5x—>f=5=1f(x)=cos5x-5 = f(x)=5 cos5x
I ¥

Coseno = |f(x)=cosf— f(x)=-senf f |

f £

ey

f(x) = cos3x? = f(x) = c0s3x% — f =3x2 — f'=6x = f(X) = —sen 3x2 -6x = f(x) = —6x - sen 3x>

e
COS
a) f(x)=tg7x = f(x)=tg7x > f=7x >f=7 = f(x)=(1+1g°7x)-7 = F(x)=7-(1+tg?7x]
b) f(x)=tg(4x+5) = f(x)=tg(4x+5)>f=4x+5->f=4

Tangente = |[f(x)=tgf — f(x)= ( 1+ tng] =

25

= f(X)= — e i _
cos“ (4x+5)
Arco seno y arco coseno, solo se diferencian en el signo de la derivada.
f(x)=arcsenf —»f(x)= : f(x)=arccosf —>f(x)= %
1-f 1.2

f(x) = arc sen X% = f(x)=arc sen X2 5 f=x%1=2x
E
£(x) = 2X . = f(x)= 2x
1_()(2 ’ 1*X

[0

f

Arco Tangente

;
| _ _ 1+ f2
f(x) =arctg(x? -1) = f(x)=arctg(x? -1) —f=x* -1 f=2x

= |f(x)=arctgf f'(x)=

= fx)= — 2 : -
1+(X2—1}2 F(x)= 2 2
L g 1+(x“ =1)
f \ /
Producto =|(f.g)=f-g+f g’
a) f(x) = x° .Inx
- f=x>—>f=5x* . Ly |
f(x)=x"-Inx = 1 =f)=5x*Inx+x®—  =f(x)=5x* Inx+x*
KN g=|nx—+g'=; ) X
=

b) f(x) =sen x - e*



% f=senx >f=cosx X % , .
f(x) =senx -e” = = f(X) =cos x-e” +sen x-e” = f(x)=e" (cos X + senx)

g=e* »g=¢"

I =
Cociente = :1.=f 9 2f g
\9/ g
3x2 - 2x £ 3%2 2% F=Bi~2
A= 5 .
X< +2 g=X"+2->g=2x
¥ .9 %
(6x-2)(x* +2)-(3x* —2x)(2x) 6> +12x-2x" -4 (6x° —4x?) 22 one
f(x)= > = ) = T(x)= . 5
(x +2) (x*+2) (x* +2)
» L £ 1x)-x-Inx -1 L
b) fix) = "X =% | F=IOR TN N A e (BRI ey I IOR
X X g=x—>g=1 X2 x2

Composicion = [g(f{x))]’: g’(f(x)) f(x)

f

PR NE—

a) f(x) =In(senx) Logaritmica f(x)=In senx — f'(x) = f?—>f=senx —f'=cosx = f(x)

_ cosX
senx
f

b) f(x) = sen(Inx) Seno f(x) = sen Inx > f(x)=cosf-f >f=Inx >f = % :f'(x):% cosinx
2

c) f(x) = ln(lnx2 ) Solucion: f (x) = :
xinx

2

Ejemplo: Calculemos la derivada de h(x) = cos (x°) , donde la funcién L es la composicion de

dos funciones:
{ fa) a=
glx) cos ()

Es decir h(x) = g(f(x)). Para derivar h(x) utilizamos la regla de la cadena h’(x)=g’(f(x))f'(x)

Como

f'{r) = 2x
g(r) = —sen(x)

se tiene que h'(x)= -sen (f(x)) 2x = -sen(x?)2x

Ejercicios resueltos:
Calcula las derivadas de las siguientes funciones:




e x2 = f(X)= 2xcos x2 (seno)

2 = f(X)=2senx - cosx (potencial)

b) f(x) = sen“x

5 = f(x)=30x (3x% —2)*
c) f(x) = (3x2 -2)

d) f(x) = Ix2 -3 =>f'(x)=3%/__()(_225___3?
e)f(x)= e3x+2 = F(X) =3 . %2
f)log, (4x +1) = f'(x) =m
g) f(x) = Vx2 -3x 3 =f(x)= = %

h) f(x) =sen2(2x3 +2x) f(x)= 2~[sen(2x3 - 2X)J -COS (2x3 - 2x)-( 6x2 + 2)

Halla las funciones derivadas de las siguientes funciones:

1 _ 0-(7x+1)-1-7 :
afix)=—— = f(x)= = f(X)=- 3
7x+1 (7x+1) (7x+1)
2 1
2 3 2 > 2
b)fx)=x®?® = f==x3 =fx=2x3 =fK=—r
3 3 33x
1 7 7 4 3 4
£ e =1 2
c)f(x)=x2-x3 f(x)=x3 :»f'(x):%x?* :>f(x)=§x3 =>f‘(x)=73X

N0 =(x- 4 )2 ~1()=2(x- W)[Hz—\/fxxz] = 1(x)=2(x- \/?7)1 1 -—hxx2|

e 2x-e2x)-x2—(e2"-2x) 2.6% . (x2 1)

e)f(x)=—5=f(x)= 1 = F(X)= i
X X X3
f) f(x) =xcos2x = f(x) = 1.cos2x + x(_-sen2x)2 = f(X) = cos 2x - 2sen2x
-sen X
f(x) =Incosx =1 (x)=
9) flx) ) Cos X f'(x)= -tg x
o 1
1-x 2 [1-x

h) f(X) . m {1+X.) m



