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Los secretos del naimero 42

De cdmo un nimero totalmente ordinario atrajo la atencién de los amantes
de la ciencia ficcidn, la informatica... e incluso de los matematicos

odos sentimos fascinacion por los

misterios sin resolver, como las
muertes o desapariciones inexplicables.
Y eso sucede incluso cuando el misterio
se basa en una broma, como en el caso de
la novela de ciencia ficcion La guia del au-
toestopista galdctico, escrita por Douglas
Adams en 1979. Este libro, el primero de
una serie de cinco, nos habla de un super-
ordenador que, tras calcular durante 7,5
millones de afios, revela que la respuesta
ala gran pregunta sobre la vida, el univer-
soy todo lo demas es 42.

Los personajes que reciben esa con-
testacion se desesperan porque no resulta
muy (til, pero la computadora les hace ver
que no habian formulado la pregunta de
manera precisa. Para dar con el enunciado
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correcto de la pregunta cuya respuesta es
42, el ordenador necesitara construir una
nueva version de s mismo, y eso le llevara
tiempo. Esa nueva version es la Tierra... y
para saber qué pasa después, tendra que
leer las obras de Adams.

La eleccién del niimero 42 por parte
del autor se ha convertido en un elemento
central de la «cultura friki», y ha origi-
nado multitud de bromas o guifos que
intercambian los iniciados. Por ejemplo,
si le consultamos a nuestro motor de bs-
queda (ya sea en espaifiol o en inglés) cual
es la respuesta a la «gran pregunta de la
vida, el universo y todo lo demas», es muy
probable que conteste «42». Asi ocurre
con Google, Qwant, Wolfram Alpha (es-
pecializado en problemas de calculo ma-

tematico) e incluso el bot conversacional
Clerverbot.

Parece evidente que el nombre de las
«escuelas 42», una red de academias de
informatica fundada en 2013 y presente
en diversos paises, es un homenaje a las
novelas de Douglas Adams. El 42 también
hace varias apariciones en la pelicula
Spider-Man: Un nuevo universo. Y estas
son solo dos de las cuantiosas referencias
y alusiones al nimero 42.

Ademas, hay toda una serie de coinci-
dencias casuales a las que no merece la
pena buscar sentido:
® En la mitologia egipcia, durante el jui-

cio de Osiris, los muertos debian enun-
ciar ante 42 jueces 42 pecados que no
habian cometido.
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® La distancia que se corre en una mara-
ton es de 42,195 kildmetros porque es la
que se supone que cubri6 el mensajero
griego Filipedes, en el afio 490 a.C., en-
tre Maraton y Atenas para anunciar la
victoria sobre los persas.

® En el antiguo Tibet hubo 42 empera-
dores, desde Nyatri Tsenpo, que reind
en torno al 127 a.C., hasta Langdarma,
que lo hizo del afio 836 al 842.

® Y la biblia de Gutenberg, el primer libro
impreso en Europa, tiene 42 lineas de
texto por columna, por lo que también
se la conoce como «biblia de cuarenta
y dos lineas».

Una eleccion arbitraria

Muchos se preguntaron si el uso del 42
en la novela de Douglas Adams tenia al-
gun significado especial. La respuesta del
autor fue tajante: «Era una broma. Tenia
que ser un nimero, un nimero corriente
y mas bien pequefio, y escogi ese. Lo de
las representaciones binarias, la base 13
y los monjes tibetanos es un disparate.
Me senté en mi escritorio, miré al jardin
y pensé “42 servird”. Y lo escribi.»

La mencion al sistema binario alude
a que, en base 2, el nimero 42 adopta
una forma muy simple, 101010. Eso llevo
a algunos entusiastas a celebrar el 10 de
octubre de 2010 (10/10/10).

La conexién con la base 13 no es tan
directa. En un momento dado, la serie de
novelas sugiere que 42 podria ser la res-
puesta a la pregunta «écuél es el resultado
de multiplicar 6 por 9?». Algo absurdo,
ya que 6 X 9 = 54... pero el nimero que
se escribe «42» en base 13 es justamente
4 X 13 + 2 = 54.

Mas alla de las ocurrencias con las que
han bromeado los informaticos y de las
inevitables apariciones del 42 a lo largo de
la historia o del mundo, cabe preguntarse
si ese nimero es especial desde un punto
de vista estrictamente matemaético.

¢Matematicamente especial?
El ntimero 42 tiene algunas propiedades
matematicas destacables.

Por ejemplo, es la suma de las tres
primeras potencias de 2 con exponente
impar:

2' + 2% + 2° = 49.

La sucesion a(n) de las sumas de poten-
cias impares de 2 es la secuencia A020988
de la Enciclopedia electronica de sucesio-
nes enteras de Neil Sloane. En base 2, su
enésimo elemento se escribe 1010...10, con
«10» repetido n veces, y su formula es

a(n) = (2/3)(4"-1).

Cuando n aumenta, la frecuencia de estos
numeros tiende a cero, lo que implica que
son muy inusuales.

Nuestro ntimero también es la suma
de las dos primeras potencias de 6 de ex-
ponente no nulo:

6" + 6% = 42.

La sucesion b(n) de las sumas de poten-
cias de 6 es la secuencia A105281 de la
enciclopedia de Sloane. Esta definida por
las formulas

b(0) =0,
b(n) = 6b(n-1) + 6.

La frecuencia de estos nimeros también
tiende a 0 cuando n tiende a infinito.
Ademas, el 42 es un numero de Catalan.
El primero que hizo mencion a estos nu-
meros (con otro nombre) fue Leonhard
Euler, al preguntarse de cuantas formas
distintas se podia dividir en triAngulos un
poligono convexo de n + 2 lados usando

diagonales que no se cortasen. Los ntime-
ros de Catalan forman la sucesion

1,12 5,14, 42, 132...

(A000108 en la enciclopedia de Sloane),
cuyo enésimo término viene dado por

c(n)=02n)!/(n!(n +1!).

De nuevo, la frecuencia de estos nameros
tiende a cero en el infinito.

Los ntimeros de Catalan se llaman
asi en honor al matematico franco-belga
Eugene Charles Catalan (1814-1894), quien
descubri6é que c(n) es el nimero de for-
mas de organizar n pares de paréntesis
respetando las reglas habituales: un par
no puede cerrarse si no se ha abierto pre-
viamente, ni hasta que se cierren todos
los paréntesis abiertos después que él. Asf,
¢(3) = 5 porque las posibles disposiciones
de 3 pares de paréntesis son

(€M), OO0,
(OO, (OO, OCO).

EL MITO DEL NUMERO 42

A continuacién se muestra un extracto del capitu-
lo 27 de la Guia del autoestopista galéctico de Douglas
Adams, donde aparece el famoso niimero 42 que se
ha convertido en fetiche de aficionados a la ciencia

ficcion e informaticos de todo el mundo:

— Y estas dispuesto a darnosla? —le apremid

Loonquawl.
—Lo estoy.
—¢Ahora mismo?

—Ahora mismo —contesté Pensamiento Profundo.
Ambos se pasaron la lengua por los labios secos.
—Aunque no creo —afiadié Pensamiento Profundo—

que vaya a gustaros.

—iNo importa! —exclamé Phouchg—. jTenemos que

saberla! jAhora mismo!

Douglas Adams (1952-2001)

—¢Ahora mismo? —inquirié Pensamiento Profundo.

—iSi! Ahora mismo...

—Muy bien —dijo el ordenador, volviendo a guardar silencio.
Los dos hombres se agitaron inquietos. La tension era insoportable.
—En serio, no os va a gustar —observd Pensamiento Profundo.

—iDinoslal

—De acuerdo —dijo Pensamiento Profundo—. La Respuesta a la Gran Pregunta...

—iSi..!

—... de la Vida, del Universo y de Todo... —dijo Pensamiento Profundo.

—iS.!

—Es... —dijo Pensamiento Profundo, haciendo una pausa.

—iSi...!
—Es...
—iii... ¢SI..2111

—Cuarenta y dos —dijo Pensamiento Profundo, con calma y majestad infinitas.
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El valor de ¢(n) también da el nimero
de arboles binarios de n + 1 hojas. Y el de
posibles caminos que, manteniéndose en
todo momento por debajo de la diagonal y
moviéndose siempre a la derecha o hacia
arriba, ascienden desde la esquina infe-
rior izquierda a la superior derecha de
una cuadricula (vedse el recuadro «Los
ntmeros de Catalan»). Esta Gltima pro-
piedad nos permite visualizar la defini-
cién por recurrencia de la sucesion de
Catalan:

c(0) =1,
cn+1)=") clk)e(n-k).

Para calcular el nimero de caminos en
el caso de una cuadricula de lado n + 1,
podemos construir sobre ella dos cuadri-
culas, una de tamafo k& < n + 1 con vérti-
ce inferior izquierdo en (0,0) y superior
derecho en (k,k), y otra de tamafio n -k
con vértices en (k,k) y (n,n). La primera
de esas cuadriculas contribuye con c(k) po-
sibles caminos y la segunda con c(n - k).
Variando &k desde 0 hasta n, obtenemos
todos los posibles caminos para la cuadri-
cula deladon + 1.

Finalmente, el 42 es un niimero «prac-
tico», lo cual quiere decir que todo entero
comprendido entre 1y 42 puede obtenerse
sumando algunos de los divisores de este
altimo (sin repetirlos). Los primeros na-
meros practicos son

1,2,4,6, 8,12, 16, 18, 20, 24, 28, 30, 32,
36, 40, 42, 48, 54, 56, 60, 64, 66, 72...

(secuencia A005153 de Sloane). No cono-
cemos ninguna formula sencilla que gene-
re el enésimo término de esta sucesion, y
la frecuencia de sus términos parece tener
un limite positivo.

Todo esto resulta divertido, pero no
convierte al 42 en un niimero excepcional
desde el punto de vista matemaético. El 41
o el 43, por ejemplo, también aparecen en
muchas secuencias.

¢Como podemos saber qué nameros
son especialmente interesantes o anodi-
nos? Ese es un problema que he estudiado
junto a Nicolas Gauvrit y Héctor Zenil a
partir de las sucesiones de la enciclopedia
de Sloane. En nuestro trabajo, ademés de
establecer un vinculo tedrico con la com-
plejidad de Kolmogorov (los ntimeros in-
teresantes serian aquellos que se pueden
describir de manera sencilla), desvelamos
un efecto cultural en la frecuencia con
que aparece cada namero en la enciclope-
dia de Sloane, que, por lo tanto, no es solo
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LOS NUMEROS DE CATALAN

Los niimeros de Catalan son muy infrecuentes, mucho mas que los nimeros primos:
solo catorce de ellos son inferiores a 1000 millones. Su secuencia comienza asi:

1,1,2, 5,14, 42,132, 429, 1430, 4862, 16.796, 58.786, 208.012,
742900, 2.674.440, 9.694.845, 35.357.670, 129.644.790, 477.638.700,
1767263190, 6.564120.420, 24.466.267.020, 91.482.563.640,
343.059.613.650, 1.289904.147.324, 4.861946.401.452,
18.367353.072152, 69.533.550916.004, 263.747951.750.360...

El 42 es el nimero de Catalan c¢(5). En particular, eso significa que hay 42 formas de co-
locar correctamente 5 pares de paréntesis (a, pagina siguiente), de modo que un par nunca
se cierre antes de haberse abierto ni hasta que se hayan cerrado todos los paréntesis abier-

tos después que él. También implica que, si tenemos una cuadricula de 5 X 5y queremos ir
desde la esquina inferior izquierda a la superior derecha siguiendo los lados de las casillas y
sin cortar la diagonal, bajar ni retroceder, hay 42 trayectorias distintas (b). Asimismo, 42 es

el nimero de &rboles binarios de 6 hojas (c), de formas de recubrir con rectangulos el lateral
de una escalera de 5 peldafios (d) y de maneras de dividir un heptdgono regular en 5 tridn-
gulos mediante diagonales que no se cortan entre si (e).

un compendio basado en la pura objeti-
vidad matematica [vedse «La brecha de
Sloane», por Bartolo Luque. INVESTIGACION
Y CIENCIA, julio de 2014].

Sumas de tres cubos

Los informaticos y los matematicos cono-
cen el atractivo del 42, pero siempre han
pensado que se trata de un simple juego
que podriamos repetir con cualquier otro
numero. Sin embargo, acabemos anadien-
do un descubrimiento reciente que les
mantuvo entretenidos un tiempo. El ni-
mero 42 ha sido el entero positivo inferior
a 100 que ha dado mas quebraderos de
cabeza en el problema de los tres cubos,
el cual plantea lo siguiente:

¢Qué numeros enteros n pueden es-
cribirse como la suma de tres cubos de
enteros,n = a®+ b*+ ¢*? Y, para esos nii-
meros, écomo encontrar a, b y c?

La dificultad reside en que el cubo de
un nimero entero puede ser negativo.
Eso hace que el espacio de los tripletes
(a, b, ¢) que debemos explorar sea infi-
nito, a diferencia de lo que ocurre con
las sumas de cuadrados (donde, para un
cierto n, solo hay que considerar los ente-
ros cuyo valor absoluto es menor que \n).
Ademas, para las sumas de cuadrados
sabemos muy bien lo que es posible o
imposible.

En las sumas de cubos, algunas solu-
ciones pueden ser sorprendentemente
grandes, como la que se descubrio en
2007 para el nimero 156:

156 = 26.577.110.807.569% +
(~18.161.093.358.005)° +
(-23.381.515.025.762)".

Lo primero que hay que tener en cuen-
ta en relacion con las sumas de tres cubos
es que, para ciertos valores enteros de n,
la ecuaciéon n = a®+ b*+ ¢® no tiene so-
lucion. Eso es lo que sucede con todos
los n de la forma 9m + 4 o 9m + 5 (por
ejemplo, 4, 5, 13, 14, 22 0 23).

La demostracion de esta afirmacion es
muy sencilla si empleamos la aritmética
«moédulo 9», lo que supone asumir que
9 = 0y limitarse a manipular los nimeros
entre 0y 8, o entre -4 y 4.

Comencemos observando que, en mo-
dulo 9,

0*=0,

=1,

2’=8=-1,
3*=27=0,

4P =64=1,
5%=(-4)’= 64 = -1,
6°=(-3)’=0,
7P=(-2°=1,

8’ =(-1)’= -1

(Para obtener estas relaciones, sumamos
o restamos multiplos de 9 hasta obtener
un ndmero entre —4 y 4; por ejemplo,
-64+7x9 =-1)

En otras palabras, en mo6dulo 9, el
cubo de un entero solo puede ser -1 (=8),
0o 1. La suma de tres nimeros de entre 0,
1y -1 puede tomar los siguientes valores:

0=0+0+0=0+1+(-1),


http://doi.org/10.5642/jhummath.201301.03
https://www.investigacionyciencia.es/revistas/investigacion-y-ciencia/gps-para-fsiles-604/la-brecha-de-sloane-12197
https://www.investigacionyciencia.es/revistas/investigacion-y-ciencia/gps-para-fsiles-604/la-brecha-de-sloane-12197
https://doi.org/10.1090/S0025-5718-08-02168-6
https://doi.org/10.1090/S0025-5718-08-02168-6
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1=14+0+0=1+1+(-1)
2=1+1+0,

3=1+1+1,
6=-3=(-1) + (-1) + (-1),
7=-2=(-1) +(-1) + 0,
8=—-1=(-1)+0+0=1+ (1) +(-1),

pero nunca 4 o 5 (=-4). Eso significa
que las sumas de tres cubos nunca pro-
ducen ntmeros de la forma n = 9m + 4
on=9m+ 5, alos que nos referiremos
como valores prohibidos.

Busqueda de soluciones

Para ilustrar hasta qué punto es compli-
cado encontrar soluciones de la ecuacion
n=a’+ b®+ ¢, consideremos los casos
n=1y n=2. Para n =1, tenemos la so-
lucion obvia

P+ 1+ (-1)’=1

¢Hay otras? En efecto:

9’ + (=60’ + (-8)’=729 - 216 - 512 =1.

Y no es la tinica, porque, en 1936, Kurt
Mahler propuso una infinidad de solucio-
nes. Para todo entero p,

9P+ Bp-9p*’+ (1-9py’ =1,
resultado que se puede probar a partir
de la identidad

(A + B)*>=A"+ 34°B + 34B>+ B

También existe un conjunto infinito de
soluciones para n = 2, hallado en 1908 por
A. S. Werebrusov. Para todo entero p,

(6p°+ 1)*+ (1-6p*)° + (-6p»)° = 2.

Multiplicando cada término de estas
igualdades por el cubo de un niimero en-
tero, 7°, deducimos que también hay infi-
nitas soluciones para el cubo y el doble del
cubo de un entero. Para 16, por ejemplo,
que es el doble del cubo de 2, tenemos

14% + (-10)* + (-12)’ =16

(multiplicando la relacion de Werebrusov
por 2° y usando p = 1).

Por tltimo, apuntemos que hasta agos-
to de 2019 solo se conocian dos soluciones
paran =3:

P+1°+1°=3,
434+ 43+ (-5)°= 3.

Estas consideraciones nos llevan a la
siguiente pregunta: ¢hay soluciones para
todos valores no prohibidos de n?

Los ordenadores al rescate
Para responder esa cuestion, hay que to-
mar la sucesion de valores no prohibidos

1,2,3,6,78,9,10,11, 12, 15, 16...

(A060464 en la enciclopedia de Sloane)
y examinarlos uno por uno. Si tenemos
éxito con todos los nimeros estudiados,
es razonable conjeturar que existen solu-
ciones a la ecuaciéon n = a®+ b*+ ¢®para
cualquier entero n que no sea de la forma
n=9m+4on=9m+5.

Las investigaciones, que dependen
de la potencia de los ordenadores em-

EL PROBLEMA DE LOS TRES CUBOS

A principios de septiembre de 2019, el 42 era el menor entero positivo, y el tnico inferior a 100, que no sabiamos expresar como la
suma de tres cubos de nimeros enteros. Andrew Booker, de la Universidad de Bristol, y Andrew Sutherland, del Instituto de Tecnologia de
Massachusetts, emplearon el programa de computacion distribuida Charity Engine para realizar un enorme célculo numérico que se habria
alargado durante mas de un millén de horas en un ordenador de sobremesa corriente. Y encontraron una solucion:

42 = (-80.538.738.812.075974)° + 80.435.758145.817515° + 12.602123.297335.631°.

El sistema de célculo Charity Engine coordina mas de 500.000 ordenadores de voluntarios y usa sus recursos en los momentos en que sus
duefios no los utilizan, lo que permite realizar grandes calculos con un menor coste. Charity Engine se basa en un programa de la Universidad
de Berkeley y esta gestionado por la empresa Worldwide Computer Company.

La potencia computacional sobrante de los
ordenadores del proyecto se vende a universi-
dades y empresas, y las ganancias se donan a
organizaciones caritativas o se reparten entre
quienes participan en la red mediante sorteos
periddicos. La capacidad de computo que no se
compra se asigna a proyectos informaticos de
diversa indole.

El mismo método también condujo al des-
cubrimiento de una expresion inesperada para
el niimero 3 como la suma de tres cubos:

3 = (-472715.493.453.327032)° +
(-569936.821113.563.493.509)° +
569936.821.221962.380720° .

Los dnicos nimeros naturales menores de
1000 que auin no sabemos si pueden descompo-
nerse en la suma de tres cubos son 114, 390, 579,
627,633,732, 921y 975.
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Hasta septiembre de 2019 no supimos que
el nimero 42 era la suma de tres cubos de
nimeros enteros. Estas sumas son dificiles de
manejar porque los cubos pueden ser nega-
tivos. En cambio, las sumas de cuadrados de
enteros, que interesan a los matematicos des-
de la Antigtiedad, se conocen a la perfeccion.
He aqui algunos resultados sobre ellas.

Sumas de dos cuadrados
Un ndimero primo impar es la suma de dos
cuadrados de nlimeros enteros si y solo si es
de la forma 4k + 1. En tal caso, la descompo-
sicién en la suma de dos cuadrados es Uni-
ca. Por ejemplo, 5 = 12+ 22,13 = 2>+ 30
17 =1+ 4

Ademéds, un nimero natural n es la suma
de dos cuadrados si y solo si en su descompo-
sicién en factores primos no hay ningtn tér-

pleados, han ido aportando cada vez mas
resultados, que nos llevan de nuevo al
famoso e intrigante nimero 42.

En 2009, Andreas-Stephan Elsenhansy
Jorg Jahnel examinaron todos los tripletes
de enteros (a, b, ¢) con valor absoluto me-
nor que 10 (usando un método propuesto
por Noam Elkies en el aiio 2000) con el ob-
jetivo de buscar soluciones para los ntime-
ros n entre 1y 1000. Su articulo demostro
la existencia de soluciones para todos los
nameros inferiores a 1000, excepto

33, 42, 74, 114, 165, 390, 579, 627,
633, 732, 795, 906, 921, 975.

De entre los menores de 100, solo queda-
ron tres incognitas: 33, 42 y 74.

En 2016, Sander Huisman dio un paso
mas y hallé una solucion para el 74:

74 = (-284.650.292.555.885)° +
66.229.832.190.556° +
283.450.105.697.727°.

Y, en marzo de 2019, Andrew Booker
hizo lo propio con el 33:

33 = 8.866.128.975.287.528> +
(~8.778.405.442.862.239)° +
(-2.736.111.468.807.040)°.

El namero de Douglas Adams se con-
virtié en el Gltimo entero positivo infe-
rior a 100 que no se sabia expresar como
la suma de tres cubos de enteros. Si no
existiese ninguna soluci6n, habria una
razoén matematica de peso para conceder
importancia al 42: seria el primer nimero

SUMAS DE CUADRADOS

Joseph-Louis de Lagrange (1736-1813),
en un grabado de Antonio Dalco.

no prohibido que no admite una descom-
posicién en la suma de tres cubos. Pero los
ordenadores iban a frustrar esa pequefia
esperanza.

El hallazgo llegd en septiembre de
2019, tras un coémputo colosal coordinado
por Andrew Booker y Andrew Sutherland.
Los ordenadores personales que integran
la red Charity Engine aportaron el equi-
valente a mas de un millon de horas de
célculo para descubrir que

492 = (-80.538.738.812.075.974)° +
80.435.758.145.817.515° +
12.602.123.297.335.631°.

Los casos del 165, el 795 y el 906 tam-
bién se han resuelto hace poco, asi que los
lnicos enteros positivos menores de 1000
que se resisten son

114, 390, 579, 627, 633, 732, 921, 975.

Por lo tanto, la conjetura de que exis-
ten soluciones para todos los n que no
son de la forma 9m + 4 o 9m + 5 parece
confirmarse.

En 1992, Roger Heath-Brown propuso
una conjetura més fuerte que afirma que
hay infinitas formas de escribir todos los n
no prohibidos como suma de tres cubos.
Asi que atn queda mucho por hacer.

La enorme dificultad del problema nos
lleva a plantearnos si la pregunta «ées n
la suma de tres cubos?» podria ser inde-
cidible: tal vez no haya ningtn algoritmo
(por eficiente que sea) capaz de procesar

mino de la forma 4k + 3 con un exponente
impar. Por ejemplo, 45 = 3*x 5 = 6>+ 3% En
la descomposicidn de 45 en factores primos,
3 (que es de la forma 4k + 3) aparece con ex-
ponente par. Por lo tanto, el ndimero 45 satis-
face la condicion del teorema y se puede es-
cribir como la suma de dos cuadrados.

Sumas de tres cuadrados

Todos los niimeros naturales pueden re-
presentarse como la suma de tres cuadra-
dos enteros, excepto los que tienen la forma
4%(8n + 7), con k y n enteros no negativos.

Sumas de cuatro cuadrados

Cualquier nimero natural puede escribir-
se como la suma de cuatro cuadrados ente-
ros. Este magnifico teorema lo demostraron
Lagrange en 1770 y Euler en 1772.

todos los casos posibles. Eso es lo que
ocurre, por ejemplo, con el problema de
la parada: en 1936, Alan Turing demostro
que ningln algoritmo puede resolverlo
para todos los posibles programas infor-
maticos [véase «La ciencia después de
Alan Turing», coleccion TEMAS, n.’ 68,
2012]. Pero nuestra pregunta se enmar-
ca en un dominio puramente numérico
muy facil de describir, por lo que probar
su indecidibilidad constituiria toda una
novedad.

El namero 42 dio algunos problemas,
ipero no es el final de la historia! ™
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